6. Critére de Convergence Uniforme d’une série de fonction

Donnons tout d’abord une condition nécessaire de CV Simple et Uniforme d’une
série :

Soit (fn())r une suite de fonction définie sur I Si la série ), f,(z) converge

simplement (resp. uniformément) sur I, alors la suite (f,(z)), converge

simplement (resp. uniformément) sur I vers la fonction nulle.

Preuve

Ona ), fn(x) converge uniformément alors 3 une fonction S tqg.

lim sup|S,(z) — S(z)|=0

n—++m3m61

avec

Sn(x) =) fi()
On a aussi , Vn € N, Ve el

fn(x) = Sn(x) - Snfl(m)

=
sup| fn(2)| = sup|Sy(z) — Sp—1(z)|
xel zel
= SléII)|Sn(=’E) —S(x) + S(x) — Sp—1(z)]
< sup|Sy(x) — S(x)|+ sup|Sp—1(z) — S(z)]
zel xel
=

0< lim sup|fn(z)| < ErJrrl sup|Sp(z) — S(z)|+ lim sup|Sp—_1(z) — S(x)]
n OOZDEI

N—+00 oy Nn—+00 ;o1
=0+0
=0
= lim sup|f,(z)]=0

n4»+a3w61

D’ot la suite de fonction (f,(x)), converge uniformément vers 0
O
Nous donnons deux Critére de Convergence Uniforme

Critére de weierstrass
Soit (f)n une suite de fonction définie sur I, Supposons que

YneN, Vrel, | fn(2)|< ap,

Ou a,, est le terme général d'une Série convergente ( i.e ) a, est une série
numérique CV).

alors la série ) fn(x) converge normalement et donc converge uniformément sur
I
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Preuve

Ona VneN, Vrel,

| fn(7)|< @y = sup|fr(2)[< an
zel

par le Théoréme de Comparaison, on a puisque ), a,, CV alors la série sup, ;| fn(2)]
converge aussi .

& >, [a(x) converge normalement

= Y, fn(x) converge uniformément. [J

Soit (fn(x)), la suite de fonction définie par :

sin(nx)
nd + z2

fn(x) =

On aVneN* VreR
B
n3 4+ x2 —

| fn(2)|<

p3 — on
(car Vz € R [sin(na)|< 1)

puisque la série > o, a, =Y, =5 est une série de Rieman CV alors par Cri-
tere de weierstrass la série de fonction ) -, fn(z) CV normalement et donc CV
Uniformément.

Rq : Le Critére de weierstrass est un critére de convergence absolue.Pour les séries

qui ne converge pas absolument, on a le critére d’Abel suivant :

Corollaire 1

3.2. Série de fonctions

Critére d’Abel
Soit (an)n une suite de fonction positive décroissante converge uniformément
vers 0. et soit (by,), suite de fonction tq :

n

IMEeR, VneN, Voel, |> b(z)|<M
k=0

(la suite de sommes partiells de (b,,) bonnée independament de n et de n )
Alors la série de fonction ) an(z).by(x) converge uniformément sur I

Rq : La preuve est basée sur le critére g’Abel pour les séries numeriques

Soit n € N.  h,, = (=1)"f, ou f, est une suite de fonctions de I dans R.
On suppose

1. Vz € I, la suite (f,,(z)),, est décroissante par rapport a n

2. La suite (fn(x))n converge uniformément vers 0 sut 1.

Alors la série de fonctions E hn(x) converge uniformément sur 1.
n
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Exemple 3.8

72

Soit

(@) = z € [1,+]

La série de fonctions Z hy,(x) converge uniformément sur [1, 400

n

Vo > 1, fu(x) =-L, Lasuite (f,(2)), est décroissante

nT

c.U

1
— = fn =0 sur[1, +o0]

n* —

S|

m Théorémes Fondamentaux sur les séries de fonctions

1. Théoréme de Continuité

Soit Y, fn(z) une suite de fonction tq la suite de fonction (f,)n est continue.
Si ), fn(z) Converge Uniformément vers sa somme S(z), alors la fonction S est
continue.

Preuve

On a la série ) f,(2) CV uniformément vers S(z) .
On a de plus la suite de fonction (S,)n est continue car (S,)n est une somme des
fonctions continues x — f,(z).

par théoréme de continuité pour les suites de fonctions, on a liT Sp(x) = S(z) est
n—+00

une fonction continue. W

Le Théoréme de continuite se traduit comme suit :
Soit xg € I on a S est continue en ¢ C a d.

Ili)ngrﬂloSn (z) = S(xp)

400 +o0 < +oo
Jim D (@) =Y falwo) =D Jim fu(x)
n=0 n=0 n=0

Donc, dans les conditions du Théoréme de continuité, on peut Intervertir la limite et
la somme infinie ie :

+oo +oo
Jim, 2 Snl@) = Dl fu(a)

2. Théoréme d’integration

Soit ), fn(z) une série de fonctions Convergent Uniformément vers sa somme
S(z) sur I = [a,b], et Yn € N, @+ fn(z) sont continues sur I alors :

+o0 b b +oo b
L. Z/ fa(t)dt = / > falt)dt = / S(t)dt
n=0"% @ n=0 @
2. La série de fonction Z Va(x) ot Vo (x) = [ fn(t)dt converge uniformément

sur I vers f: S(t)dt
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Preuve

1- On a série de fonctions ), fn(z) Convergent Uniformément vers sa somme S(z)
< (Sp(x) Converge Uniformément vers S sur I de plus les fonctions (S, (z)), sont
continues.

Par le Théoréme d’integration pour les suites de fonctios, on a

b b b
lim Sy (t)dt = / lim S,(t)dt = / S(t)dt

n—-+oo n—-+o0o

donc

b n
im [ pny =@ i S [ e = [ S ()t = [ S(t)de <**>]
@ k=0

(Rq : lintegral est lineaire)

On a alors la série Y}, [ f,,(t)dt est une série CV si la suite des sommes partielles

+oo b
associée W,, = Z / fx(t)dt converge vers une limite finie f; S(t) dt
——— S~~~

continue sur un conpact [a,b]
D’ou

n b +oo b
Jm 3 / =3 R

Par (**) on a alors

+o00 b b +oo b
Fa(t)dt = fa(t)dt = [ S(t)dt
5 [ o= 3 smiou= |

1- Dans les conditions du Théoréme d’integration, on peut Intervertir la
somme Infinie et I'intégration ie

Too b b oo
Y [ moe= 73 g
n=0"2 a n—0

2- Dans le Théoréme d’integration on peut renplacer les conditions Vn €
N, x — fn(z) sont continues sur [a,b] par Vn € N, x — fn(z) est Rieman
Integrable sur [a, b] dans ce cas la somme Sest aussi R-Integrable
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3. Théoréme de dérivabilité

Soit Z fn(z) une série de fonctions sur I = [a, b] telle que :
n

1. VneN, =z f,(z)est deC!
2. dxzg € I telle que la série numerique Z fn(zo) CV

n

’
3. La série E fn(x0) converge uniformément sur tout intervalle fermé, borné

n

I =a,b
Alors :
— a- La série Z fn(x) converge uniformément sur tout intervalle fermé, borné
n
I =[a,b)

+oo
— b- La somme S(z) = an(x) est de C1) sur I et on a
n

+oo , +o00o ,
O fa@) = fale)

C’est un permetation de somme infinie et dérivable.on dit, on derive la série
termes a terme

Preuve : La preuve est basée sur le Théoreme de dérivabilité pour les suites de
fonctios.

Théoreme de dérivation locale
Soit Z fn(x) une série de fonctions définie sur I = [a, ] telle que :
n

1. VneN, zw f,(z)est deC!
2. Jxg € [a, b] telle que la série numerique Z fn(zo) CV

n

3. La série Z f;(xo) converge uniformément sur tout sous segment [c,d] de

n
_ [a, b]
Alors :

— a- La série Z fn(x) converge uniformément sur [c, d] de [a, b]

+oo
— b- La somme S(z) = an(x) est de C1) sur [¢,d] de [a,blet on a

“+oo , +oo ,
3 @) =3 fula)
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Soit (fn)n une suite de fonctions définie sur un intervalle .J :
On suppose que

1. VneN, s f,(z) est de C* sur un intervalle J :
2. dzg € J telle que la série numerique Z fn(zo) CV

n

3. La suite de fonctions (f, (z)), converge uniformément sur tout segment [a, b]

de J
Théoréme 0 ©
Alors :

— a-(fn(x))n converge uniformément sur tout segment [a, b] de J

— b- Sa somme S(z an ) est de C!) sur J et on a

“+oo , “+o0
- fal@) =Y fula)

Rq : la preuve est basé sur le Théoreme de dérivation pour les suites de fonctions.

Etude d’une somme d’une série de fonctions aux bornes d’un intervalle ou-
vert.

Soit J un intervalle de R, ouvert en au moins une de ses extrimites notée a
(a = +00, ou non)

Soit Z fn(x) une série de fonctions définie sur J a valeurs dans R telle que :

1. La série E fn(z) converge uniformément sur J :

2. Pour tout n € N, z — f,(z) admet une limitte b, en a , c.a. d.

limfu(z) = b
n——+00

3. La série Z b, CV

Alors :
la somme de la série S(x Z fn(x) admet Z b, comme limite en a
ca. d. !
+oo
> Sl anlfoofn
O
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